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摘 要：研究一类具有无界中立系数的三阶Emden-Fowler微分方程解的弱振动性。通过引入参数函数和广义

Riccati变换，运用积分平均技术和一些分析技巧，获得了方程所有解弱振动的几个新的振动准则，所得结果推

广和完善了最近文献中的一些结果。
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Abstract：：The weak oscillation of solutions of third-order Emden-Fowler differential equations with

unbounded neutral coefficients is studied. By introducing parameter function and the generalized Ric‐

cati transformations ，using integral averaging technique and some necessary technique，some new os‐

cillation criteria which ensure that all solutions of the studied equation weakly oscillates are obtained. The re‐

sults generalize and perfect a number of related results in the literature recently.
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考虑三阶Emden-Fowler微分方程

(a ( t ) ( y ( t ) + p ( t ) y (η ( t ) )″)′ + b ( t ) yλ (g ( t ) ) = 0， t ≥ t0 ≥ 0. (1)
总假设满足下列条件

(A1 ) λ是两个正奇数的商，I = [ t0，+ ∞)，R+ = (0，+ ∞)；
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(A2 ) a ( t ) ∈ C1 ( I，R+ )，a′( t ) ≥ 0，b ( t ) ∈ C1 ( I，R+ )，p ( t ) ∈ C ( I，[1，+ ∞) )，且 p ( t )不恒等于1；
(A3 ) η ( t )，g ( t )，τ ( t )，σ ( t ) ∈ C ( I，R+ )，η ( t ) ≤ t，g ( t ) ≤ t，τ ( t ) ≤ t，σ ( t ) ≤ t，η ( t )在 I上单调递增，且

η ( t ) ≥ g ( t )， lim
t → +∞ η ( t ) = limt → +∞ τ ( t ) = limt → +∞ σ ( t ) = limt → +∞ g ( t ) = +∞.

定义函数

x ( t ) = y ( t ) + p ( t ) y (η ( t ) ). (2)
方程（1）的一个解是指函数 y ( t ) ∈ C1 [Ty，+ ∞)，Ty ≥ t0，使得 a ( t ) x″( t ) ∈ C1 [Ty，+ ∞)且在 [Ty，+ ∞)上满

足方程（1）。本文仅考虑方程（1）中满足 Sup { || y ( t ) ：t ≥ T } > 0对一切 T ≥ Ty成立的解。方程（1）的解称为

振动，如果它在 [Ty，+ ∞)上既无最终正解，也无最终负解，否则，称它为非振动。方程（1）的解称为弱振

动，如果它的每一解 y ( t )振动，或者当 t → +∞时，y ( t ) → 0.
最近，三阶微分方程的振动与非振动理论的研究受到中外学者们的广泛关注，并取得了很好的结

果［1-14］。但是，我们注意到这些结果大部分都与-1 < p0 ≤ p ( t ) ≤ 0，0 ≤ p ( t ) ≤ p0 < 1或 0 ≤ p ( t ) ≤ p0 < +∞的

情况有关且要求时滞条件 τ ∘ δ = δ ∘ τ或者 τ ∘ δ = δ ∘ τ和 τ ∘ σ = σ ∘ τ成立，这些条件限制性很强，不

容易满足，在 p ( t ) > 1包括当 t → +∞时，p ( t ) → +∞的情况下相关的振动结果还不是很多。例如，参看文

献［15-18］。我们也注意到文献［18］考虑了方程（1）的如下特例
( y ( t ) + p ( t ) y (η ( t ) ))‴ + b ( t ) yλ (g ( t ) ) = 0. (3)

在η ∘ g ≠ g ∘ η的条件下通过将三阶非线性泛函微分方程转化为一阶微分方程组，然后用比较方法给出

了方程（3）在正则条件下解的振动准则。但据我们所知，文献［15-18］均未考虑非正则的情况，因此，研

究方程（1）在η ∘ g ≠ g ∘ η和非正则条件下的振动性问题是非常有意义的。

本文目的是在η ∘ g ≠ g ∘ η情况下，通过引入参数函数并利用新得到的Riccati变换对方程（1）展开研

究，分别在正则条件

∫
t0

+∞
a-1 ( t )dt = +∞ (4)

和非正则条件

∫
t0

+∞
a-1 ( t )dt < +∞， (5)

成立下，建立方程（1）解振动新的充分条件，所得结果是文献［18］的一个补充，同时也改进了文献［18］相

关结果。

下文中出现的不等式如果没有特殊的说明，均假设对一切充分大的 t成立。为了书写方便，引入记号
γ′+ ( t ) = max { 0，γ′( t ) }， (6)
φ* ( t ) = 1

p (η-1 ( t ) ) ( )1 - 1
p (η-1 (η-1 ( t ) ) ) ， (7)

φ* ( t ) = 1
p (η-1 ( t ) ) ( )1 - 1

p (η-1 (η-1 ( t ) ) ) ⋅
α (η-1 (η-1 ( t ) ) )
α (η-1 ( t ) ) ， (8)

ψ ( t ) = 1
p (η-1 ( t ) ) ( )1 - 1

p (η-1 (η-1 ( t ) ) ) ⋅
β (η-1 (η-1 ( t ) ) )
β (η-1 ( t ) ) ， (9)

其中η-1是η的反函数，α ( t )，β ( t )是本文后面所引入的参数函数。

1 主要引理

引理 1 若条件 (A1 )~(A3 )成立，y ( t )是方程（1）的正解，则 x ( t )只可能有以下 3种情形：当 t1充分大时，
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对 t ≥ t1成立
(I) x ( t ) > 0，x′( t ) > 0，x″( t ) > 0，x‴ ( t ) ≤ 0， (a ( t ) x″( t ) )′ ≤ 0；
(II) x ( t ) > 0，x′( t ) < 0，x″( t ) > 0，x‴ ( t ) ≤ 0，(a ( t ) x″( t ) )′ ≤ 0；
(III) x ( t ) > 0，x′( t ) > 0，x″( t ) < 0，(a ( t ) x″( t ) )′ ≤ 0.

特别，当条件（4）成立时，则 x ( t )只可能出现情形 (I)和情形 (II)。
证明 引理1的证明类似文献［19］引理1的证明。故略去。

引理2 若条件 (A1 )~(A3 )及φ* ( t ) > 0成立，y ( t )是方程 (1)的正解，且 x ( t )具有引理1中的情形 (II)。若

∫
t0

+∞ ∫
v

+∞( )1
a (u ) ∫u+∞ b ( s) (φ* (g ( s) ) )λds dudv = +∞， (10)

则 lim
t → +∞ y ( t ) = limt → +∞ x ( t ) = 0.
证明 设 y ( t )是（1）的最终正解，且相应的 x ( t )具有引理 1中的情形 (II)，则存在 t1 ∈ [ t0，+ ∞)，当

t ∈ [ t1，+ ∞)时，有 y ( t ) > 0，y (η ( t ) ) > 0，y (g ( t ) ) > 0. 由 x ( t )的定义有

y ( t ) = 1
p (η-1 ( t ) ) ( x (η

-1 ( t ) ) - y (η-1 ( t ) ) )

= x (η-1 ( t ) )
p (η-1 ( t ) ) -

1
p (η-1 ( t ) ) p (η-1 (η-1 ( t ) ) ) [ ]x (η-1 (η-1 ( t ) ) ) - y (η-1 (η-1 ( t ) ) )

≥ x (η-1 ( t ) )
p (η-1 ( t ) ) -

1
p (η-1 ( t ) ) p (η-1 (η-1 ( t ) ) ) x (η

-1 (η-1 ( t ) ) ). (11)
因 x ( t )为减函数且η ( t ) ≤ t，有

x (η-1 ( t ) ) ≥ x (η-1 (η-1 ( t ) ) ).
将上式代入（11）式得

y ( t ) ≥ x (η-1 ( t ) )
p (η-1 ( t ) ) -

x (η-1 ( t ) )
p (η-1 ( t ) ) p (η-1 (η-1 ( t ) ) ) =

1
p (η-1 ( t ) ) ( )1 - 1

p (η-1 (η-1 ( t ) ) ) x (η
-1 ( t ) ) = φ* ( t ) x (η-1 ( t ) ).

即有
y (g ( t ) ) ≥ φ* (g ( t ) ) x (η-1 (g ( t ) ) ). (12)

联合方程（1）和（12）式得
(a ( t ) x″( t ) )′ + b ( t ) (φ* (g ( t ) ) )λ [ x (η-1 (g ( t ) ) ) ]λ ≤ 0， t ≥ t1. (13)

又由于 x ( t )具有引理 1中的情形 (II)，故存在非负常数 L，使得 lim
t → +∞ x ( t ) = L < +∞. 我们可以断言：L =

0. 事实上如果L > 0，则存在 t2 ≥ t1使得η-1 (g ( t ) ) > t1且 x ( t ) ≥ L，t ≥ t2.
对（13）式从 t到+∞积分得

|a ( s) x″( s) +∞
t
≤ -∫

t

+∞
b ( s) (φ* (g ( s) ) )λ ( x (η-1 (g ( s) ) ) )λds.

注意到 x (η-1 (g ( t ) ) ) ≥ L，t > t3 ≥ t2，有

( x″( s) ) ≥ Lλ

a ( t ) ∫t+∞ b ( s) (φ* (g ( s) ) )λds.
从而

x″( t ) ≥ Lλ

a ( t ) ∫t+∞ b ( s) (φ* (g ( s) ) )λds. (14)
在 [ t3，t ]上对（14）式积分得

∫
t3

t ∫
v

+∞ 1
a (u ) ∫u+∞ b ( s) (φ* (g ( s) ) )λdsdudv ≤ x ( t3 )Lλ

.
此与（10）式矛盾。因此L = 0. 又由于0 < y ( t ) ≤ x ( t )，于是 lim

t → +∞ y ( t ) = 0. 引理2证毕。

引理3［20］ 设B > 0，C > 0，X ≥ 0，ζ > 0为常数，则

BX - CX ζ + 1
ζ ≤ ζζ

( ζ + 1)ζ + 1 ⋅
Bζ + 1

Cζ .
引理 4（见文献［21］引理 2. 2. 3） 设 f ( t ) ∈ Cn ( [ t0，+ ∞)，R+ )，若 f (n ) ( t )对一切充分大的 t最终定号，且
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存在 t1 ≥ t0 使得 f (n - 1) ( t ) f (n ) ( t ) ≤ 0 对一切 t ≥ t1 成立。如果 lim
t → +∞ f ( t ) ≠ 0，则对每一 δ ∈ (0，1)，存在

tδ ∈ [ t1，+ ∞)使得

f ( t ) ≥ δ
(n - 1)！ tn - 1 || f (n ) ( t ) ， t ∈ [ tδ，+ ∞).

引理5［1］ 设函数 z ( t )满足 z(i) ( t ) > 0，i = 0，1，⋯，k，且 z(k + 1) ( t ) ≤ 0，则 z ( t ) ≥ t
k
z′( t )最终成立。

引理 6 设条件 (A1 )~(A3 )和φ* ( t ) > 0满足，方程（1）存在最终正解 y ( t )，且 x ( t )相应满足引理 1中的情

形 (I)，若存在函数α ( t ) ∈ C1 ( I，R+ )使得

2α ( t ) - tα′( t ) ≤ 0， (15)
则 x ( t )满足不等式

(a ( t ) x″( t ) )′ + b ( t ) (φ* (g ( t ) ) )λ ( x (η-1 (g ( t ) ) ) )λ ≤ 0， t ≥ t1. (16)
证明 设方程（1）有非振动解 y ( t )，不失一般性，我们设 y ( t ) > 0，y (η ( t ) ) > 0，y (g ( t ) ) > 0，（15）式和

η-1 (g ( t ) ) > t1，t ≥ t1 ≥ t0成立。当 y ( t ) < 0的情况类似的分析成立。由引理 2的证明可得（11）式。又因为

x ( t )满足引理1中的情形 (I)，由引理5可得

x ( t )
x′( t ) ≥

t
2， t ≥ t1.

联合上式和（15）式，有

( )x ( t )
α ( t )

′ = 1
α2 ( t ) [ x′( t )α ( t ) - x ( t )α′( t ) ] ≤

1
α2 ( t )

é
ë
ê

ù
û
ú

2x ( t )
t

α ( t ) - x ( t )α′( t ) = x ( t )
tα2 ( t ) [ 2α ( t ) - tα′( t ) ] ≤ 0.

故 x ( t ) α ( t )非增。又注意到η ( t )为增函数且η ( t ) ≤ t，从而η-1 ( t ) ≤ η-1 (η-1 ( t ) )，于是有

α (η-1 (η-1 ( t ) ) ) x (η-1 ( t ) )
α (η-1 ( t ) ) ≥ x (η-1 (η-1 ( t ) ) ). (17)

现将（17）式代入（11）式产生

y ( t ) ≥ x (η-1 ( t ) )
p (η-1 ( t ) ) -

x (η-1 (η-1 ( t ) ) )
p (η-1 ( t ) ) p (η-1 (η-1 ( t ) ) )

≥ x (η-1 ( t ) )
p (η-1 ( t ) ) -

1
p (η-1 ( t ) ) p (η-1 (η-1 ( t ) ) ) ·

α (η-1 (η-1 ( t ) ) ) x (η-1 ( t ) )
α (η-1 ( t ) )

= 1
p (η-1 ( t ) )

é

ë
êê

ù

û
úú1 - α (η-1 (η-1 ( t ) ) )

p (η-1 (η-1 ( t ) ) )α (η-1 ( t ) ) x (η
-1 ( t ) )

= φ* ( t ) x (η-1 ( t ) ).
即

y (g ( t ) ) ≥ φ* (g ( t ) ) x (η-1 (g ( t ) ) ). (18)
联合方程（1）和（18）式可得（16）式。引理6证毕。

引理 7 设条件 (A1)~ (A3)和ψ ( t ) > 0满足，y ( t )是方程（1）的最终正解，且 x ( t )相应满足引理 1中的情

形 (III)，若存在函数β ( t ) ∈ C1 ( I，R+ )满足

β ( t ) - tβ′( t ) ≤ 0， (19)
则 x ( t )满足不等式

(a ( t ) x″( t ) )′ + b ( t ) (ψ (g ( t ) ) )λ ( x (η-1 (g ( t ) ) ) )λ ≤ 0， t ≥ t1. (20)
证明 本引理的证明类似于引理6的证明，略。
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2 主要结果

定理1 设条件(A1)~ (A3)和条件（4）满足，若

∫
t0

+∞
b ( s) (φ* (g ( s) ) )λds = +∞， (21)

成立，则方程（1）的每一解弱振动。
证明 设 y ( t )是方程（1）的非振动解。不失一般性，设 y ( t )最终为正，由引理 1和（4）式成立，则 x ( t )

只可能有 (I)和 (II)两种情形。

若 x ( t )满足情形 (I)，由引理6，有

(a ( t ) x″( t ) )′ + b ( t ) (φ* (g ( t ) ) )λ ( x (η-1 (g ( t ) ) ) )λ ≤ 0， t ≥ t1.
对上式从 t1到 t积分得

a ( t ) x″( t ) ≤ a ( t1 )x″( t1 ) - ∫
t1

t

b ( s) (φ* (g ( s) ) )λ ( x (η-1 (g ( s) ) ) )λds.
因 x ( t ) > 0和 x′( t ) > 0，故存在常数M > 0，使得 x ( t ) ≥ M，有

a ( t ) x″( t ) ≤ a ( t1 )x″( t1 ) - Mλ ∫
t1

t

b ( s) (φ* (g ( s) ) )λds.
因此

∫
t1

t

b ( s) (φ* (g ( s) ) )λds ≤ a ( t1 )x″( t1 )Mλ .
此与条件（21）矛盾。

设 x ( t )满足情形 (II)，则由引理2得 lim
t → +∞ y ( t ) = 0. 证毕 .

下面进一步考虑如果定理 1的条件（4）和（21）中有一个条件不满足将如何弥补？为此，首先考虑条件

（21）不满足的情况，我们有如下定理。

定理 2 设条件 (A1)~ (A3)和（10）式满足，对于充分大的 t 有φ* ( t ) > 0和φ* ( t ) > 0，(4)式成立且存在函

数α ( t ) ∈ C1 ( I，R+ )满足 (15)式。如果存在函数γ ( t ) ∈ C1 ( I，R+ )，常数 δ ∈ (0，1)和L0 > 0满足

∫t0+∞ éëêê ù

û
úúγ ( s)b ( s) (φ* (g ( s) ) )λ (η

-1 (g ( s) ) )2λ
s2λ

- a ( s) (γ′+ ( s) )ξ + 1( δL0 sγ ( s) )ξ ds = +∞， (22)
其中γ′+ ( t ) = max { 0，γ′( t ) }，ξ = min {1，λ }，φ* ( t )由（8）式定义，则方程 (1)的每一解弱振动。

证 明 设 方 程（1）有 最 终 正 解 y ( t )， 即 存 在 充 分 大 的 t1， 使 得 当 t ≥ t1 ≥ t0 时 ， 有

y ( t ) > 0，y (η ( t ) ) > 0，y (g ( t ) ) > 0和η-1 (g ( t ) ) > t1成立。当 y ( t ) < 0的情况类似的分析成立。由引理 2的证明

可得（11）式。又由于 z ( t )满足引理1中的情形 (I)，于是由引理5得
x ( t )
x′( t ) ≥

t
2， t ≥ t1.

对上式从η-1 (g ( t ) ) > t1到 t积分得

x ( t )
x (η-1 (g ( t ) ) ) ≤ ( )t

η-1 (g ( t ) )
2
. (23)

另外，由 x ( t )满足情形 (I)，知 lim
t → +∞ x′( t ) ≠ 0. 根据引理4，对每一常数 δ ∈ (0，1)和一切充分大的 t，有

x′( t ) ≥ δtx″( t ). (24)
令

v ( t ) = γ ( t ) a ( t ) x″( t )
xλ ( t ) ， t ≥ t1， (25)

则 v ( t ) > 0，t ≥ t1 . 利用 (16)式和 (23)~(25)式可得
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v′( t ) = γ′( t ) a ( t ) x″( t )
xλ ( t ) + γ ( t ) (a ( t ) x″( t ) )′xλ ( t ) - λxλ - 1 ( t ) x′( t )a ( t ) x″( t )

x2λ ( t )
= γ′( t )
γ ( t ) v ( t ) + γ ( t )

(a ( t ) x″( t ) )′
xλ ( t ) - λγ ( t )a ( t ) x″( t ) x′( t )

xλ + 1 ( t )
≤ γ′+ ( t )
γ ( t ) v ( t ) - γ ( t )

b ( t ) (φ* (g ( t ) ) )λ ( x (η-1 (g ( t ) ) ) )λ
xλ ( t ) - λδtγ ( t )a ( t ) ( x″( t ) )2

xλ + 1 ( t )
≤ γ′+ ( t )
γ ( t ) v ( t ) - γ ( t )b ( t ) (φ* (g ( t ) ) )λ

(η-1 (g ( t ) ) )2λ
t2λ

- λδtγ ( t )a ( t ) ( x″( t ) )2
xλ + 1 ( t )

= -γ ( t )b ( t ) (φ* (g ( t ) ) )λ (η
-1 (g ( t ) ) )2λ
t2λ

+ γ′+ ( t )
γ ( t ) v ( t ) -

λδtγ ( t )a ( t ) ( x″( t ) )2
xλ + 1 ( t ) . (26)

注意到 x ( t ) > 0和 x′( t ) > 0，故存在常数L1 > 0，使得当λ ≥ 1时有

[ x ( t ) ]λ - 1 ≥ L1， t ≥ t2 ≥ t1.
则由 (26)式得

v′( t ) ≤ -γ ( t )b ( t ) (φ* (g ( t ) ) )λ (η
-1 (g ( t ) ) )2λ
t2λ

+ γ′+ ( t )
γ ( t ) v ( t ) -

λδtγ ( t )a ( t ) ( x″( t ) )2
xλ + 1 ( t )

= -γ ( t )b ( t ) (φ* (g ( t ) ) )λ (η
-1 (g ( t ) ) )2λ
t2λ

+ γ′+ ( t )
γ ( t ) v ( t ) -

λδt
γ ( t )a ( t ) [ x ( t ) ]λ - 1 ( )γ ( t )a ( t ) ( x″( t ) )

xλ ( t )
2

≤ -γ ( t )b ( t ) (φ* (g ( t ) ) )λ (η
-1 (g ( t ) ) )2λ
t2λ

+ γ′+ ( t )
γ ( t ) v ( t ) -

λδtL1
γ ( t )a ( t ) v2 ( t )， λ ≥ 1. (27)

又由于 x″( t ) > 0和 x‴ ( t ) ≤ 0，故当λ < 1时存在常数L2 > 0和 t3 ≥ t2使得

[ x″( t ) ]λ - 1λ ≥ L2， t ≥ t3.
因此，由 (26)式得

v′( t ) ≤ -γ ( t )b ( t ) (φ* (g ( t ) ) )λ (η
-1 (g ( t ) ) )2λ
t2λ

+ γ′+ ( t )
γ ( t ) v ( t ) -

λδtγ ( t )a ( t ) ( x″( t ) )2
xλ + 1 ( t )

= -γ ( t )b ( t ) (φ* (g ( t ) ) )λ (η
-1 (g ( t ) ) )2λ
t2λ

+ γ′+ ( t )
γ ( t ) v ( t ) -

λδt

(γ ( t )a ( t ) ) 1λ
[ x″( t ) ]λ - 1λ ( )γ ( t )a ( t ) x″( t )

xλ ( t )
λ + 1
λ

≤ -γ ( t )b ( t ) (φ* (g ( t ) ) )λ (η
-1 (g ( t ) ) )2λ
t2λ

+ γ′+ ( t )
γ ( t ) v ( t ) -

λδtL2

(γ ( t )a ( t ) ) 1λ
v
λ + 1
λ ( t )， λ < 1. (28)

联合 (27)~(28)式，得到

v′( t ) ≤ -γ ( t )b ( t ) (φ* (g ( t ) ) )λ (η
-1 (g ( t ) ) )2λ
t2λ

+ γ′+ ( t )
γ ( t ) v ( t ) -

ξδtL0

(γ ( t )a ( t ) ) 1ξ
v
ξ + 1
ξ ( t )， (29)

其中 ξ = min {1，λ }，L0 = min { L1，L2}，且当λ = 1时L0 = 1.
取B = γ′+ ( t )

γ ( t ) ，C =
ξδtL0

(γ ( t )a ( t ) ) 1ξ
，利用引理3的不等式，由 (29)式得

v′( t ) ≤ -γ ( t )b ( t ) (φ* (g ( t ) ) )λ (η
-1 (g ( t ) ) )2λ
t2λ

+ 1
( ξ + 1)ξ + 1

a ( t ) (γ′+ ( t ) )ξ + 1
( δL0 tγ ( t ) )ξ

≤ -γ ( t )b ( t ) (φ* (g ( t ) ) )λ (η
-1 (g ( t ) ) )2λ
t2λ

+ a ( t ) (γ′+ ( t ) )ξ + 1( δL0 tγ ( t ) )ξ .
从 t3到 t对上式积分得

∫t3t éëêê ù

û
úúγ ( s)b ( s) (φ* (g ( s) ) )λ (η

-1 (g ( s) ) )2λ
s2λ

- a ( s) (γ′+ ( s) )ξ + 1( δL0 sγ ( s) )ξ ds ≤ v ( t3 ).
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此与 (22)式矛盾。

设 x ( t )满足情形 (II)，则由引理2得 lim
t → +∞ y ( t ) = 0. 证毕 .

注1 定理2既适用于条件（21）成立，也适用于条件（21）不成立的情况。

下面的定理是关于方程（1）的Philos型振动准则，为此，考虑集合

D = {( t，s)：t ≥ s ≥ t0}， D0 = {( t，s)：t > s ≥ t0}.
函数H ∈ C (D，R)称为属于X类，记作H ∈ X，如果它满足

( i) H ( t，t ) = 0，t ≥ t0；H ( t，s) > 0，( t，s) ∈ D0；

( ii) ∂H ( t，s)∂s ≤ 0且存在γ ( t ) ∈ C1 ( [ t0，+ ∞)，(0，+ ∞) )和h ( t，s) ∈ C (D0，R )使得

- ∂H ( t，s)∂s = γ′+ ( s)
γ ( s) H ( t，s) + h ( t，s)， ( t，s) ∈ D0.

定理 3 设条件(A1)~ (A3)和 (10)式满足。若条件（4）成立且满足函数 γ ( t ) ∈ C1 ( I，R+ )，h ( t，s) ∈ C (D0，R )
使得H ∈ X，若存在常数 δ ∈ (0，1)和L0 > 0使得

lim sup
t → +∞

1
H ( t，t0 ) ∫t0t éëêêH ( t，s)ϕ ( s) - 1

( ξ + 1)ξ + 1
γ ( s)a ( s) || h ( t，s) ξ + 1

( δL0 s)ξH ξ ( t，s)
ù

û
ú
ú ds = +∞， (30)

其中 ξ = min {1，λ }，
ϕ ( t ) = γ ( t )b ( t ) (φ* (g ( t ) ) )λ (η

-1 (g ( t ) ) )2λ
t2λ

， (31)
则方程（1）的每一解 y ( t )弱振动。

证明 设方程（1）有非振动解 y ( t )，由条件（4）成立，x ( t )只可能有情形 (I)和情形 (II)。首先，设 x ( t )
满足情形 (I)，引入Riccati变换 v ( t )同（25）式，则如同定理2的证明一样，（29）式成立。令

B ( t ) = γ′+ ( t )
γ ( t ) ，

和

C ( t ) = ξδL0 t

(γ ( t )a ( t ) ) 1ξ . (32)
将（31）~（32）式代入（29）式，得

v′( t ) ≤ -ϕ ( t ) + B ( t ) v ( t ) - C ( t ) vξ + 1ξ ( t )， (33)
其中ϕ ( t )由（31）式定义。

用H ( t，s)乘不等式（33）且从T到 t积分有

∫
T

t

H ( t，s)ϕ ( s)ds ≤ ∫
T

t

H ( t，s) é
ë
ê

ù

û
ú-v′( s) + B ( s) v ( s) - C ( s) v1 + 1ξ ( s) ds

= H ( t，T ) v (T ) - ∫
T

t é
ë
ê

ù
û
ú

∂H ( t，s)
∂s + H ( t，s)B ( s) v ( s)ds - ∫

T

t

H ( t，s)C ( s) v1 + 1ξ ( s)ds
= H ( t，T ) v (T ) - ∫

T

t

h ( t，s) v ( s)ds - ∫
T

t

H ( t，s)C ( s) v1 + 1ξ ( s)ds
≤ H ( t，T ) v (T ) + ∫

T

t é

ë
ê

ù

û
ú|| h ( t，s) v ( s) - H ( t，s)C ( s) v1 + 1ξ ( s) ds. (34)

取B = || h ( t，s) ，C = H ( t，s)C ( s)，应用引理3的不等式得

|| h ( t，s) v ( s) - H ( t，s)B ( s) v1 + ξξ ( s) ≤ ξξ

( ξ + 1)ξ + 1
|| h ( t，s) ξ + 1

(H ( t，s)C ( s) )ξ . (35)
联合（32）式和（35）式，则（34）式变为

∫
T

t

H ( t，s)ϕ ( s)ds ≤ H ( t，T ) v (T ) + ∫
T

t 1
( ξ + 1)ξ + 1 ⋅

γ ( t )a ( t ) || h ( t，s) ξ + 1

( δL0 s)ξH ξ ( t，s) ds.
因此
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1
H ( t，T ) ∫Tt éëêêH ( t，s)ϕ ( s) - 1

( ξ + 1)ξ + 1 ⋅
γ ( s)a ( s) || h ( t，s) ξ + 1

( δL0 s)ξH ξ ( t，s)
ù

û
ú
ú ds ≤ v (T )， (36)

对一切充分大的 t成立，此与（30）式矛盾。
现设 x ( t )具有引理1的情形 (II)。则由引理2有 lim

t → +∞ y ( t ) = 0. 证毕 .
最后我们考虑定理1中条件（4）不满足的情况。

定理 4 假设条件 (A1)~ (A3) 和（10）式满足，对于充分大的 t满足 φ* ( t ) > 0，φ* ( t ) > 0和ψ ( t ) > 0. 若条

件（5）成立且存在函数 α ( t )，β ( t ) ∈ C1 ( I，R+ )分别满足 (15)式、(19)式。如果存在函数 γ ( t ) ∈ C1 ( I，R+ )，常数

δ ∈ (0，1)和L0 > 0使得 (22)式成立，又存在常数K > 0满足

∫
T

+∞ é

ë
ê

ù

û
úρη ( s)b ( s) (ψ (g ( s) )η-1 (g ( s) ) )λ - μ

ρ ( s)a ( s) ds = +∞， (37)

其中 ρ ( t ) = ∫
t

+∞
a-1( s)ds，μ = ( )η

η + 1
η + 1

( )ηK
η

，η = max {1，λ }，当λ = 1时，K = 1且 μ = 14，则方程（1）的每一

解 y ( t )弱振动。

证明 设方程（1）存在非振动解 y ( t ). 不失一般性，设 y ( t )为最终正解。由引理1，x ( t )只可能有三种情

形 (I)、情形 (II)和情形 (III)。首先，设 x ( t )满足情形 (I)，由定理 2的证明可产生与条件 (22)矛盾。如果 x ( t )
满足情形 (II)，由引理 2可得 lim

t → +∞ y ( t ) = 0. 现设 x ( t )满足情形 (III)，即有 x ( t ) > 0，x′( t ) > 0，x″( t ) < 0 和

(a ( t ) x″( t ) )′ ≤ 0. 由引理7知（20）式成立，亦即
(a ( t ) ( -x″( t ) ) )′ ≥ b ( t ) (ψ (g ( t ) )λ xλ (η-1 (g ( t ) ) ) ≥ 0 . (38)

令

w ( t ) = a ( t ) ( -x″( t ) )( x′( t ) )λ ， t ≥ t1， (39)
则w ( t ) > 0，t ≥ t1. 微分（39）式并应用（38）式得

w′( t ) ≥ b ( t ) (ψ (g ( t ) ) )λ ( )x (η-1 (g ( t ) )
x′( t )

λ

+ λa ( t ) ( -x″( t ) )2( x′( t ) )λ + 1 . (40)
因 x ( t )满足情形 (III)，由引理 5，得到 x ( t ) ≥ tx′( t ). 由条件 (A3 )知η ( t )为增函数，故η-1 ( t )也为增函数。

又注意到η ( t ) ≥ g ( t )，所以 t ≥ η-1 (g ( t ) )，从而
x (η-1 (g ( t ) ) ) ≥ η-1 (g ( t ) ) x′(η-1 (g ( t ) ) ) ≥ η-1 (g ( t ) ) x′( t )，

即
x (η-1 (g ( t ) ) )

x′( t ) ≥ η-1 (g ( t ) ). (41)
将（41）式代入（40）式有

w′( t ) ≥ b ( t ) [ ψ (g ( t ) )η-1 (g ( t ) ) ]λ + λa ( t ) ( -x″( t ) )2( x′( t ) )λ + 1 . (42)
当0 < λ ≤ 1时，[ x′( t ) ]λ - 1非减，故存在常数K1 > 0和充分大 t2，使得

[ x′( t ) ]λ - 1 ≥ K1， t ≥ t2.
则由（42）式得

w′( t ) ≥ b ( t ) [ ]ψ (g ( t ) )η-1 (g ( t ) ) λ + λ
a ( t ) [ x′( t ) ]λ - 1w2 ( t )

≥ b ( t ) [ ]ψ (g ( t ) )η-1 (g ( t ) ) λ + λK1
a ( t ) w2 ( t )， 0 < λ < 1， t ≥ t2. (43)

当λ ≥ 1时，函数 [ a ( t ) ( -x″( t ) ) ]λ - 1λ 非减，故存在常数K2 > 0和充分大 t3，使得

[ a ( t ) ( -x″( t ) ) ]λ - 1λ ≥ K2， t ≥ t3.
因此，又由（42）式得

176



第 6期 曾云辉，等：具无界中立系数的三阶Emden-Fowler微分方程的弱振动性

w′( t ) ≥ b ( t ) [ ]ψ (g ( t ) )η-1 (g ( t ) ) λ + λ

a
1
λ ( t )

[ -x″( t ) ]λ - 1λ w1 + 1λ ( t )

= b ( t ) [ ]ψ (g ( t ) )η-1 (g ( t ) ) λ + λ
a ( t ) [ a ( t ) ( -x″( t ) ) ]

λ - 1
λ w

1 + 1
λ ( t )

≥ b ( t ) [ ]ψ (g ( t ) )τ-1 (g ( t ) ) λ + λK2
a ( t ) w

1 + 1
λ ( t )， λ ≥ 1， t ≥ t3. (44)

联合（43）~（44）式有

w′( t ) ≥ b ( t ) [ ]ψ (g ( t ) )η-1 (g ( t ) ) λ + K
a ( t ) w

1 + 1
η ( t )， t ≥ t3. (45)

其中η = max { λ，1}，K = min { λK1，λK2}且当λ = 1时，K = 1.
其次，由（14）式知，a ( t ) x″( t )非增，存在T ≥ t3使得

a ( s) x″( s) ≤ a ( t ) x″( t )， s ≥ t ≥ T. (46)
从 t到 l对（46）式积分得

x′( l ) ≤ x′( t ) + a ( t ) x″( t ) ∫
t

l

a-1 ( s)ds.
因此

x′( t ) ≥ ρ ( t )a ( t ) ( -x″( t ) )， t ≥ T. (47)
联合（39）式和（47）式得

x′( t ) ≥ ρ ( t )a ( t ) ( x′( t ) )λ
a ( t ) w ( t ) = ρ ( t ) ( x′( t ) )λw ( t ).

从而有
( x′( t ) )1 - λ ≥ ρ ( t )w ( t ) > 0.

当0 < λ < 1时，函数 ( x′( t ) )1 - λ非增，故存在常数 l1 > 0，使得

0 < ρ ( t )w ( t ) ≤ l1， t ≥ T. (48)
由（47）式得

( x′( t ) )λ ≥ ρλ ( t ) [ a ( t ) ( -x″( t ) ) ]λ - 1 + 1，即 [ a ( t ) ( -x″( t ) ) ]1 - λ ≥ ρλ ( t )w ( t ).
当λ ≥ 1时，函数 [ a ( t ) ( -x″( t ) ) ]1 - λ为减函数，故存在常数 l2使得

0 < ρλ ( t )w ( t ) ≤ l2， t ≥ T . (49)
注意到（48）~（49）式，有

0 < ρη ( t )w ( t ) ≤ l. (50)
其中η = max { λ，1}，l = l1 + l2.

现以 ρη ( t )乘不等式（45）且从T到 t积分得

∫
T

t

ρη ( s)b ( t ) [ ]ψ (g ( s) )η-1 (g ( s) ) λds ≤ ∫
T

t

ρη ( s)w′( s)ds - K ∫
T

t

ρη ( s)a-1 ( s)wη + 1
η ( s)ds

= |ρη ( s)w ( s) t

T
- ∫

T

t

w ( s)dρη ( s) - K ∫
T

t

ρη ( s)a-1 ( s)wη + 1
η ( s)ds

= ρη ( t )w ( t ) - η ∫
T

t

ρη - 1 ( s)w ( s) ρ′( s)ds - K ∫
T

t

ρη ( s)a-1 ( s)wη + 1
η ( s)ds

= ρη ( t )w ( t ) - η ∫
T

t

ρη - 1 ( s)w ( s)a-1 ( s)ds - K ∫
T

t

ρη ( s)a-1 ( s)wη + 1
η ( s)ds

≤ l + ∫
T

t

ρη - 1 ( s)a-1 ( s) é
ë
ê

ù

û
úηw ( s) - Kρ ( s)wη + 1

η ( s) ds. (51)
在 (51)式中利用了分部积分，(50)式和 ρ′(t) = -a-1 (t). 应用引理 5的不等式，取B = η，C =Kρ ( s)，则由（51）
式得
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∫
T

t

σρη ( s)b ( t ) [ ]ψ (g ( t ) )η-1 (g ( t ) ) λds ≤ l + ∫
T

t

ρη - 1 ( s)a-1 ( s) ηη

(η + 1)η + 1
ηη + 1

Kη ρη ( t ) ds

= l + ∫
T

t 1
ρ ( s)a ( s) ( )η

η + 1
η + 1

( )ηK
η

ds
= l + ∫

T

t μ
ρ ( s)a ( s) ds， (52)

其中常数μ = ( )η
η + 1

η + 1

( )ηK
η

. 因此

∫
T

t é

ë
êê

ù

û
úúρη ( )s b ( )t ( )ψ (g ( )s )η-1 (g ( s) ) λ - μ

ρ ( )s a ( )s
ds ≤ l. (53)

显然，（53）式和（37）式矛盾。证毕

注2 文献［15－18］中的结果都是在正则条件下获得的振动准则，而定理 4获得了非正则条件下的振

动准则，因此，定理4是已有文献结果的推广和改进。

注3 本文是文献［18］的一个补充，同时也改进了文献［18］的相关结果。

3 例子

例1 考虑具有无界中立系数的三阶Emden-Fowler型微分方程

é

ë
êê

ù

û
úút ( )y ( t ) + 5t + 6

t + 1 y ( )t2
″ ′ + q0

t2
y3 ( )t3 = 0， t ≥ 1， (54)

其中常数 q0 > 0，λ = 3，a ( t ) = t，p ( t ) = 5t + 6
t + 1 ，b ( t ) = q0

t2
，η ( t ) = t

2，g ( t ) =
t
3.

易知η ( t ) ≥ g ( t )，5 ≤ p ( t ) < 6，φ* ( t ) > 2
15 . 取α ( t ) = t2，则φ* ( t ) > 1

30 ∫1+∞a-1 ( t )dt = +∞，且

∫1+∞ ∫v+∞ 1
a (u ) ∫u+∞ b ( s) (φ* (g ( s) ) )λdsdudv ≥ ∫1+∞ ∫v+∞ 1u ∫u+∞ q0s2 ( )215

3
dsdudv = ( )215

3
q0 ∫1+∞ ∫v+∞ 1u2 dudv = +∞.

因此，条件 (A1 )~(A3 )，（4）、（10）和（15）式均满足。下面验证条件 (22)，因 ξ = 1，取γ ( t ) = t，δ = 1，有

∫t0+∞ é
ë

ê
êê
ê

ù

û

ú
úú
úγ ( )s b ( )s ( )φ* ( )g ( )s

λ ( )η-1 ( )g ( )s
2λ

s2λ
- a ( )s ( )γ′+ ( )s

ξ + 1

( )δL0 sγ ( )s
ξ

ds

≥ ∫1+∞ éëêê ù

û
úús ⋅ q0

s2
⋅ ( )130

3
⋅ ( )23

6
- s
L0 s2

ds = é
ë
êê

ù

û
úú( )130

3
⋅ ( )23

6
q0 - 1L0 ∫1+∞ 1s ds = +∞.

故条件（22）成立。因此，由定理 2知方程 (54)的每一解 x ( t )弱振动。文献［1-13，15-19］及其引文中的振动

结果均不能适用于方程 (54)。
例2 考虑三阶Emden-Fowler型微分方程

é

ë
êê

ù

û
úút2 ( )x ( t ) + 5t + 6

t + 1 x ( )t2
″ ′ + q0x3 ( )t3 = 0， t ≥ 1， (55)

其中常数 q0 > 0，设λ = 3，a ( t ) = t2，p ( t ) = 5t + 6
t + 1 ，η ( t ) = t

2，b ( t ) = q0，g ( t ) =
t
3.

易知η ( t ) ≥ g ( t )，∫1+∞a-1 ( t )dt = ∫1+∞ 1t2 dt < +∞，ρ ( t ) = ∫t+∞a-1 ( s)ds = 1t，取α ( t ) = t2，β ( t ) = t2，则有

φ* ( t ) > 1
30，ψ ( t ) >

1
30且 ∫1+∞ ∫v+∞ 1

a (u ) ∫u+∞ b ( s) (φ* (g ( s) ) )λdsdudv ≥ ∫1+∞ ∫v+∞ 1u2 ∫u+∞ q0 ( )215
3
dsdudv = +∞.

因此，条件 (A1 )~(A3 )，(5)式满足，(10)式也满足。

取γ ( t ) = 1，即有条件 (22)成立。下面验证条件 (37)，因η = λ = 3，则有
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∫
T

+∞ é

ë
ê

ù

û
úρη ( t )b ( t ) ( )ψ (g ( t ) )η-1 (g ( t ) ) λ - μ

ρ ( t )a ( t ) dt ≥ ∫T+∞( )4q0
405 -

μ
t
dt = +∞.

故（37）式成立。由定理4知，方程 (55)的每一解振动或者收敛到零。
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